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Refleksiv Banax fazalarinda qiivvatlori mohdud operatorlar

Xiilasa

Tutaq ki, X kompleks Banax fozasi, X* iso onun qosma fozasidir. T: X — X xotti operatoru

Cri=sup [ T"lI< o

n=0

sortini 0dayarsa, bu operatora giivvatlori mahdud operator deyilir. D vo T ilo uygun olaraq,
kompleks miistavide vahid radiuslu aciq daironi vo vahid radiuslu ¢evroni isaros edirik. Hor zaman
oldugu kimi, o(T) ilo T operatorunun spektrini isara edocoyik. ©Ogor T operatoru qiivvatlori mahdud
operatordursa, onda aydindir ki, o(T) € D. o(T) N T coxluguna T operatorunun unitar spektri
deyilir. Biz isbat edirik ki, agor T refleksiv Banax fazasi lizorinds qiivvatlori moahdud operator olub,
o(T) = {1} olarsa, onda elo bir P: X — X proyeksiya operatoru mévcuddur ki,

lim (T™x,x*) = (Px,x™)
n—-oo

boraborliyi biitiin x € X vo x™ € X*-lar tigiin dogrudur.
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Power Bounded Operators on Reflexive Banach Spaces

Abstract

Let X be a complex Banach space and let X™* be its dual. A linear operator T: X — X is said to be
power bounded if

sup|IT"|| < co.

n=0

Let D and T respectively, be the open unit disc and the unit circle in the complex plane. As usual,
by o(T) we denote the spectrum of T. If T is a power bounded operator, then clearly, o, (T) S D.
The set 0, (T) := a(T)NT will be called unitary spectrum of T. We prove that if T is a power
bounded operator on reflexive Banach space with a,,(T) = {1}, then, there is a projection P such that

lim (T"x, x*) = (Px,x*) forall x € X, x* € X*.
n—-oo
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Giris
Tutaq ki, X kompleks Banax fozasi, B(X) ise X lizorinds tosir edon biitiin moahdud xatti operatorlar
cobridir. Ixtiyari T € B(X) operatorunu alaq. Ogar hor x € X iiciin,

1 v
lim ZTlx
n-on + 14
=0

limiti X fozasmin normasina goro movcud olarsa, T operatoruna orta erqodik operator deyilir.
Ogor T orta erqodikdirsa, onda

n
1 .
Px: = lim ZTlx (xeX)
n-con + 14
=0

operatoru ker (T — I) tlizorina bir proyeksiya operatoru olacaqdir (Dunford vo Schwartz, 1958).
Bu proyeksiya operatorunu T-nin dogurdugu orta erqodik proyeksiya operatoru adlandiracayiq. Ogor
T orta erqodik operator olarsa, onda miintozom mohdudluq prinsipine gora (vo ya Banax-Steynhauz
teoremi) T Cezaro monada mahdud olur, yoni

n
1 .
su _ Tt ||< oo.
ip | n+1Z) I
i=

Banax fazasi iizorinds tosir edon xatti T operatoru Cr:=sup || T" [I< oo sortini 6dayarss, bu
nz=0
operatora qiivvatlori mohdud operator deyilir. X Banax fozasi izorinds tosir edon qiivvatlori mohdud

operator T operatoru yalniz vo yalniz o zaman orta erqodik olur ki,
X=ker(I-T)® U -T)X. (1.1)
baraborliyi dogru olsun. Refleksiv Banax fozasi iizorinds hor bir qiivvatlori mshdud operator orta
erqodikdir (Krengel, 1985).

Masaslonin qoyulusu
Taklif 1.1. Ogor T € B(X) operatoru qiivvatlori mahdud bir operatordursa, onda

n
_ 1 .
I-7T)X= {x € X:lim || —zT‘x = 0}
i=0

noo n+4+1

barabarliyi dogrudur.
Isbati. Ovvalco qeyd edok ki, T operatoru Cezaro mohdud oldugu iigiin,

1n—1

{xEX:lim | — E Tix ||l= OI
n—oo n =
1=

coxlugu gapalidir. Daha sonra, ixtiyari x € X iigiin, || T"*1x |I< C7 |l x |l olduguna goro,
1 i - . x — Tty
x—Tx) = ——
n+1:« o ( ) n+1
i=
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barabarliyindon belos natico ¢ixaririq ki, biitiin x € X-lar tigiin

n—-0o n

1 n—1
lim | —2 T!(x—Tx) =0
i=0

boraborliyi dogrudur. Belsliklo,

n-o N+ 14

n
_ 1 .
(I—T)Xc{xeX:lim I ZT‘xllz 0}
=0

oldugunu aliriq. indi do farz edok ki, x & (I — T)X. Onda elo bir ¢ € X*m funksional1 vardir ki,
T*¢ = ¢ olub, ¢(x) # 0. Buna gors do

n n
1 ) 1 .
,—— Tt = — T* , = #* 0.
(¢ ——" EO x) m—— EO( ®,x) = @(x)
1= 1=

oldugunu aliriq. Bu iso o demokdir ki,

n
1 .
€ X:li ZT‘ = 0y.
x&{x nlinoo”n+1'0 x|l }
1=

toklif isbat edildi.
Kompleks miistovide vahid radiuslu agiq dairani vo vahid radiuslu ¢evroni uygun olaraq D vo T
ilo isara olunacaq (Eisner, 2012):

D:={1€eClAIK1}T:={A€C:|A]|=1}.

Adoaton, o(T) ilo T € B(X)operatorunun spektrini igars edirik. Xatirladaq ki, T-nin spektri a(T)
asagidaki kimi toyin olunur (Lin, 1974, s. 337-340):

o(T) = {1 € C:T — Al operatorunun tarsi yoxdur}.

T € B(X) operatorunun spektri kompleks miistovinin bos olmayan kompakt altgoxlugudur. T €
B(X) operatorunun spektral radiusu r(T) agsagidaki kimi toyin olunur (Eisner, 2014):

r(T) =max{| A 1:1 € a(T)}. (1.2)
Gelfand diisturuna goro,
r(1) = lim I "
borabarliyi dogrudur. Ixtiyari T € B(X) operatoru vo hor kompleks
P(A) =aopA* + g A" T+ o+ a4+ ay,
coxhadlisi ii¢iin, P(T) operatorunu asagidaki kimi toyin edo bilorik:

P(T) =a;T"+ a;T" 1+ -+ a, 4T + a,.
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Teorem 1.2 (Spektrin inikasi teoremi).
Ogor T € B(X) olarsa, onda hor P(1) goxhadlisi tigiin

a(P(T)) = P(a(T))

boraborliyi dogrudur.
Indi iso asagidaki noticoni alirq.
Taklif 1.3. Ogor T € B(X) operatoru qiivvatlori mohdud operatordursa, onda

o(T)ch

daxilolmast dogrudur.
Isbati. Spektrin inikasi teoremina gors, ixtiyari A € o (T) ve n € N ligiin,

| A1"< Cr

voya
1

|1 cp

baraborsizliyi dogrudur. Bu barabarsizlikde n — oo olaraq limit alsaq, | 4 |[< 1 aliriq. Demok ki,
o(T) c D-dir.
0,(T):=0(T)NT

¢oxluguna T operatorunun unitar spektri deyilir.

Misal 1.4. Banax fozasinda elo mohdud xotti T operator vardirki, 0(T) € D-dir, ancaq T mohdud
qiivvetlora malik deyil (Katznelson vo Tzafriri, 1986). Bunu goérmok {igiin, tutaq ki, Q@ € B(X),
nilpotentlik doracasi 2 olan nilpotent operatordur, yoni

Q # 0vo Q? = 0-dur.
Ogor T = I + Q olaraq toyin etsok, onda o (T) = {1} olub, ixtiyari n € N ii¢iin,
T" =1+ nQ olur.

Buradan da goriirtik ki, lim || T" || = co-dur.
n—-oco

Toklif 1.5. Ogor T € B(X) operatoru qiivvatlori mohdud operatordursa, onda ¢,(T) = @
boraborliyi ancaq lim || 7" || = 0 baraborliyi dogru oldugunda gergoklosir.
n—->oo

Isbati. ©gor 0,,(T) = @ olarsa, onda o(T) € D olur vo r(T) = max {| 1 |: 1 € ¢(T)} diisturuna
gora de r(T) < 1 oldugunu aliriq. Demek ki, 7(T) < § < 1 borabarsizliyini 6doyon bir § adadi
vardir. Digor torofdon, spektral radius dusturuna goro,

1
r(1) = lim | T |1

1
oldugundan, elo bir N natural odadi vardir ki, ixtiyar n = N {igiin, || T" [In< § borabarsizliyi
Odonir. Buradan da aling ki, || T" I< 6™ - 0 (n - o)
Indi de forz edok ki,
lim || T" ||I= 0-dir.

n—0o
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Ogor A € o (T) olarsa, spektrin inikasi teoremina gora, | A |"— 0 (n — o) olar. Buradan da aliriq
ki, | A |< 1-dir. Bu iso onu gostorir ki, o(T) < D-dir. Demok ki, 0,,(T) = @

Taklif 1.6. ©gor T € B(X) operatoru Cesaro monada mohduddursa, onda r(T) < 1 borabarsizliyi
dogrudur.
Isbati. Torifo goro,

sup I| — Y T II< co-dir.
neN

Spektrin inikas1 teoremino gora, ixtiyari A € o(T) ligiin,

n

ERRIGE

i=0

sup
neN

borabarsizliyi ddonir. Umumiliyi azaltmadan A # 1 oldugunu qobul eds bilarik. Asagidaki

n

1 ; 1 ntl
n+1Z’1 _1—,1(1_n+1) =1

=0

borabarliyindon goriiriik ki, agor | A |> 1 olsaydi, onda

. ™
lim

— = oo olardi.
n-oo N

Bu iso ola bilmoz. Demok ki, ixtiyari A € a(T) {igiin, | A |< 1 olmalidir. Buradan (1.3)
baraborliying asason, r(T) < 1 barabarsizliyini alirq.

Katznelson—Tzafriri teoremi [2] iddia edir ki, agor T € B(X) operatoru qiivvatlori mohdud
operator olarsa, onda

lim | T**1=T" =0

n—-oo

boraborliyi yalniz vo yalniz ¢,,(T) < {1} daxilolmasi miimkiin olanda dogru olur.
Indi iso gdstorok ki, agor T € B(X) operatoru qiivvotlori mohdud operator olarsa, onda %
operatoru Katznelson—Tzafriri teoreminin sortlorini 6dayir. Asagidak: eynilikdon

<I+T> zck Tk
2‘)’1

istifada edarak yaza bilorik ki,

[+T\'| 1w
— < — E Ck | T I< Cp
27’1

=0

borabarsizliyini yaza bilsrik. Bu iso gostarir ki, % operatoru qiivvatlori mohdud operatordur.
Indi asagidaki funksiyaya baxaq:

z
f(z):= (z € C).
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Gostorok ki, agor z € T vo z # lolarsa, onda | f(z) I< 1 olur. Bunu gérmok iigiin, z = e'* alaq,
burada ¢ # 0-dir. Onda

1+e7ia
2

|1+z
2

a
=Zsin25<1

2 1 4 ela
2

borabarsizliyini aliriq. Digar torafden spektrin inikasi teoremino gora,

U(I;T)z{l-zl_z:zEa(T)}.

Buradan da aliriq ki,
I+T
(D) areq
2
Katznelson—Tzafriri teoremino asasan,
1+1\"t1 1+T\™
&) -

Tutaq ki, X Banax fozasi, X*iso onun qosma fozasidir. X** ilo X-in ikinci qosma fozasi isaro
edocayik. Qeyd edak ki, asagidaki kanonik inikas mévcuddur:

lim = 0 olur.

n—-oo

mX - X, m(x)(x*) = (x*,x), x€X, x*€X".
Gormoak olar ki,  izometriyadir, yani

Il T(x) I= sup | (m(x),x*) = sup |{(x*x) =l xI.

ll*ll<1 llxc*ll<1
Xatirladaq ki, ager X fozasi m(X) = X™* barabarliyini 6doyorsa, X fozasina refleksiv foza deyilir.
Ogoar xotti P: X — X operatoru P2 = P borabarliyini 6doyarse, P-ye proyeksiya deyilir. Torifo
gora, P proyeksiyadirsa, onda
Il P l=Il P I<Il P II%,
buradan isa || P [I= 1 barabarsizliyinin 6dondiyini goriiriik. ©gor P mohdud olsa, onda

PX =ker (I — P)

boraborliyi dogru olur. Demok ki, bu halda PX fezasi qapali olur. Bundan slava, asagidak ayrilis
dogrudur.
X=PX® U-P)X.

Teorem 1.7. Tutaq ki, T operatoru refleksiv X Banax fozasi iizorindo qiivvotlori mohdud
operatordur. Eger g,,(T) = {1} sorti 6donarse, onda ixtiyari x € X vo x* € X* {igiin

lim (T™x, x*) = (Prx, x*)
n—0o0
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1. Boraborliyi dogrudur, burada P; operatoru T operatorunun dogurdugu orta erqodik pro-
yeksiyadir (Conway, 1985).
isbati. Qeyd edok ki, B(X) fozas1 X & X* proyektiv tenzor hasilinin qosma fozasi ilo eynilosdirilo

bilor. T € B(X) operatoru x € X vo x* € X" olmagla, x @ x* sado tenzoruna asagidaki kimi tosir
edir:

(T, x @ x*) = (Tx,x").
Beloliklo, B(X) fazasi 6(B(X),X ® X*) zoif* (w*) topologiyasmi dasiyir (Neerven, 1996). Tutaq
ki, {T;} operatorlar ailosi B (X)-do mohdud bir sobakadir. x ® x* torofindon verilon xatti ¢oxobrazli

X ® X* fozasinda hor yerdo six oldugundan, {T;} sobokasi B(X)-do T € B(X) operatoruna yalniz vo
yalniz o halda yigilir ki, biitiin x € Xvo x* € X*-lar {igiin

lirrll1 (Thx,x*) = (Tx, x*).

boraborliyi 6donsin.
0,(T) = {1} oldugundan, yuxarida qeyd olunan Katsnelson—Tzafriri teoremina gors

lim | T =T" =0

n—00

boraborliyini yaza bilerik. Indi isa gostorok ki, {T"},,en ardicilligmin zoif* topologiyasina nozeran
yalniz vo yalniz bir yigilma ndqtosi vardir (Hille vo Phillips, 1957). Oksini forz edok, forz edok ki,
B(X)-do elo iki miixtolif Pyvo P, operatorlart moveuddur ki, {T™},ey ardicilliginin {T™e}, vo
{Tmﬁ }p altsabakalori liglin va biitiin x € X, x* € X~ li¢lin,

lim  (T™ex,x*) = (Pyx,x")
a

\E)
li%n (T™Bx, x*) = (Pyx, x*).

borabarliklori dogrudur. Asagidaki borabarliyi do qeyd edak:
(TPyx,x*) = (P, Tx, x*) = lim(T"et1x, x*).
a
Digor torofdon

| TP, — P, I<lim || T"%*1 —T"a ||= 0
a

Vo
| ,T — P, IS lim || T™e*! — T |= 0
a

olduguna gors, TP, = P;T = P; aliriq. Indi, do
(T™BPx,x*) = (P,T™Bx,x*) = (Pyx,x*)
borabarliyinds -ya nozoran limits kegarak,
PPy = PP, = Py
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borabarliklorini alds edirik. Analoji olaraq gérmak olar ki,
P2P1 =P1P2 =P2

boraboarliklori do dogrudur. Buna goro do P, = P, = P boraborliyini aliriq. Daha sonra, T"P = P
(Vn € N) boraborliyindon — o olaraq limito kegsok, P? = P oldugunu aliriq (Pazy, 1983). Beloliklo
biz alds edirik ki,

lim (T"x,x*) = (Px, x*)
n—-co
baraborliyini olds edirik. T operatoru orta ergodic oldugu iigiin P = Py vo belolika do
lim (T"x, x*) = (Prx, x*)
n—0o

aliriq. Asagidaki
| (Px,x™) 1< Cp Il x NIl x™ I

2. barabarsizliyindon iso || Pr |< Cp borabarsizliyini aliriq (Eisner va b., 2015).
Naticoa 1.8. Tutaq ki, T operatoru refleksiv X Banax fozasi lizorinda tasir edon qiivvatlori mohdud
bir operatordur. Eger 0,,(T) = {1} olarsa, onda Vx € X vo x* € X*-lar {i¢iin,
I+T\"
lim (T) x,x*) = (Px, x*),

n—-o0o

boraborliyi dogrudur, burada Pr, T operatorunun dogurdugu orta ergodik proyeksiyadir.
Qeyd 1.9. Notico 1.8-de istifado olunan % operatoru 9vozind

I[+T+--+Tk
k+1

,(k €N)

operatorunu da ala bilorik (Yosida vo Kakutani, 1941).

Natica

Tadqiqat isindo refleksiv Banax fozalarinda qiivvatlori mohdud olan xatti operatorlarin bozi
spektral xassolori arasdirilmisdir. Osas notico olaraq isbat edilmisdir ki, agor qiivvatlori mohdud T
operatorun unitar spektri yalniz birdon ibaratdirss, yoni g, (T) = {1} olarsa, onda T-nin qiivvatlori
zaif ™ topologiyada orta erqodik proyeksiyaya yigilir. Bundan olavo, Katsnelson—Tzafriri teoremino

+T . . , . U . o
osaslanaraq, % tipli operatorlarin da qiivvatlorinin mohdudlugu gostorilmis vo daracalorinin zaif

y1g1ldig1 gostorilmisdir. Bu naticolor hom do daha timumi operator siniflori li¢lin genislondirils bilar.
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